
解析学概論 解答例

2019.11.12

■ 区間 [0, 1] から区間 [0, 1) への全単射を作れ．

（解） 0 < r < 1 を任意に取り固定する．

R0 = {rn : n ∈ Z, n ≥ 0}, R1 = {rn : n ∈ Z, n > 0}, R2 = [0, 1] \R0

とおくと，
[0, 1] = R0 ∪R2, R0 ∩R2 = ∅, [0, 1) = R1 ∪R2, R1 ∩R2 = ∅

である．関数 f : [0, 1] → [0, 1)，g : [0, 1) → [0, 1] を

f(x) =

{
r x ∈ R1 (x ∈ R0)

x ∈ R2 (x ∈ R2)

g(x) =

{
r−1 x ∈ R0 (x ∈ R1)

x ∈ R2 (x ∈ R2)

により定義すると，

x ∈ R0 のとき g(f(x)) =g(r x) = r−1 (r x) = x,

x ∈ R2 のとき g(f(x)) =g(x) = x,

x ∈ R1 のとき f(g(x)) =f(r−1 x) = r (r−1 x) = x,

x ∈ R2 のとき f(g(x)) =f(x) = x

であるから，g ◦ f = id[0,1]，f ◦ g = id[0,1) が成り立つ．したがって，f は全単射である．
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