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■ 数列 { an } を
a1 = 3; an+1 =

√
an + 2, n = 1, 2, 3, · · ·

により定めるとき，極限 limn→∞ an を調べよ．

（解） 方程式 x =
√
x+ 2 の実数解 x = 2 を用いて，

| an+1 − 2 | =
∣∣√an + 2− 2

∣∣ = | an − 2 |√
an + 2 + 2

≤ | an − 2 |
2

, n = 1, 2, 3, · · ·

が得られる．任意の n ∈ N に対して，上記の不等式を帰納的に用いて

| an − 2 | ≤ 1

2
| an−1 − 2 | ≤ 1

22
| an−2 − 2 | ≤ · · · ≤ 1

2n−1
| a1 − 2 | = 1

2n−1

が得られ，

2− 1

2n−1
≤ an ≤ 2 +

1

2n−1

となる．はさみうちの原理と

lim
n→∞

(
2± 1

2n−1

)
= 2

により
lim
n→∞

an = 2

である．
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