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問題 0 ≤ α < 1 とするとき，広義積分 ∫ +∞

0

zα

1 + z2
dz

が存在することを示せ．

（解）x ≥ 0 に対して

f(x) =
∫ x

0

zα

1 + z2
dz

とおくと，f(x) は単調増加関数である．すべての z ≥ 0 に対して
zα

1 + z2
< zα−2 であることに注意すると，

x → +∞ のとき

f(x) − f(1) ≤
∫ x

1

zα

1 + z2
dz =

∫ x

1

zα−2 dz =
[

zα−1

α − 1

]x

1

=
xα−1 − 1

α − 1
≤ 1

1 − α

となるので，f(x) は上に有界である．したがって，極限

lim
x→+∞ f(x) =

∫ +∞

0

zα

1 + z2
dz

が存在する．

■参考（α = 1/2 のとき） 変数変換 t = z
1
2 を用い，1 + t4 =

(
1 −√

2 t + t2
) (

1 +
√

2 t + t2
)
であること

に注意すると， ∫ +∞

1

z
1
2

1 + z2
dz = lim

u→+∞ g(u),

g(u) ≡
∫ u

1

2 t2

1 + t4
dt =

1√
2

∫ u

1

(
t

t2 −√
2 t + 1

− t

t2 +
√

2 t + 1

)
dt

となる．また，変数変換 y =
√

2 t ± 1 を用いると，y2 + 1 = 2
(
t2 ±√

2 t + 1
)
より

∫ u

1

t

t2 ±√
2 t + 1

dt =
∫ √

2 u±1

√
2±1

y ∓ 1
y2 + 1

dy =
[
log(y2 + 1)

2
∓ tan−1 y

]√
2 u±1

√
2±1

となり，

√
2 g(u) =

1
2

log

(√
2u − 1

)2
+ 1(√

2u + 1
)2

+ 1
+

1
2

log

(√
2 + 1

)2
+ 1(√

2 − 1
)2

+ 1

+ tan−1
(√

2u − 1
)

+ tan−1
(√

2u + 1
)
− tan−1

(√
2 + 1

)
− tan−1

(√
2 − 1

)
が得られる．

(√
2 + 1

)−1
=

√
2 − 1 より

tan−1
(√

2 + 1
)

+ tan−1
(√

2 − 1
)

=
π

2

1



であるから，

g(u) =
1

2
√

2
log

u2 −√
2u + 1

u2 +
√

2u + 1
+

1√
2

log
(√

2 + 1
)

+
1√
2

{
tan−1

(√
2u − 1

)
+ tan−1

(√
2u + 1

)
− π

2

}
となる．limu→+∞ tan−1

(√
2u ± 1

)
= π/2 より∫ +∞

1

z
1
2

1 + z2
dz = lim

u→+∞ g(u) =
1√
2

log
(√

2 + 1
)

+
π

2
√

2

である．
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