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■ p > 1 とし，q > 1 を q = p/(p − 1) により定める．また，任意の r > 1，x = (xk) ∈ Rn に対して，
‖x ‖r を

‖x ‖r =

(
n∑

k=1

|xk |r
) 1

r

により定める．このとき，任意の x = (xk)，y = (yk) ∈ Rn に対して，ヘルダーの不等式

n∑
k=1

|xk yk | ≤ ‖x ‖p ‖y ‖q

を用いて，ミンコフスキーの不等式
‖x + y ‖p ≤ ‖x ‖p + ‖y ‖p

が成り立つことを示せ．

（解） 三角不等式 |xk + yk | ≤ |xk | + | yk | より

‖x + y ‖p
p =

n∑
k=1

|xk + yk |p ≤
n∑

k=1

(|xk | + | yk |) |xk + yk |p−1

=
n∑

k=1

|xk | |xk + yk |p−1 +
n∑

k=1

| yk | |xk + yk |p−1

となり，ヘルダーの不等式より，上式第 1 項は

n∑
k=1

|xk | |xk + yk |p−1 ≤‖x ‖p

{
n∑

k=1

(
|xk + yk |p−1

)q
} 1

q

= ‖x ‖p

(
n∑

k=1

|xk + yk |p
) 1

q

= ‖x ‖p

(
‖x + y ‖p

p

) 1
q

= ‖x ‖p ‖x + y ‖
p
q
p = ‖x ‖p ‖x + y ‖p−1

p

となる．第 2 項についても同様の不等式が得られるので，

‖x + y ‖p
p ≤ ‖x ‖p ‖x + y ‖p−1

p + ‖y ‖p ‖x + y ‖p−1
p

となり，
‖x + y ‖p ≤ ‖x ‖p + ‖y ‖p

が成り立つ．
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