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■ 数列 {xn } を

x1 = α ∈ C, xn+1 =
1
2

(
xn +

1
xn

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．

(1) yn =
xn − 1
xn + 1

とおくとき，yn と yn+1 の関係式を求めよ．

(2) 数列 { yn } の一般項を求めよ．

(3) lim
n→+∞

xn = 1 となる α の範囲を求めよ．

（解） (1) 与えられた漸化式より

yn+1 =
xn+1 − 1
xn+1 + 1

=

1
2

(
xn +

1
xn

)
− 1

1
2

(
xn +

1
xn

)
+ 1

=
x2

n − 2xn + 1
x2

n + 2xn + 1
=

(
xn − 1
xn + 1

)2

= y2
n

となる．(2) y1 =
α − 1
α + 1

であり，

y1 = y20

1 , y2 = y2
1 = y21

1 , y3 = y2
2 = y21·2

1 = y22

1 , y4 = y2
3 = y22·2

1 = y23

1 , · · ·

であるから，

yn = y2n−1

1 =
(

α − 1
α + 1

)2n−1

, n = 1, 2, 3, · · ·

と推測でき，その妥当性は数学的帰納法を用いて示せる．(3)

| yn | =
∣∣∣∣ xn − 1
xn + 1

∣∣∣∣ =
|xn − 1 |
|xn + 1|

, |xn − 1 | =
∣∣∣∣ 2 yn

1 − yn

∣∣∣∣ =
2 | yn |
| 1 − yn |

より，与えられた条件と lim
n→+∞

| yn | = 0 は同値であることに注意したい．r ≥ 0，θ ∈ [0, 2π) を用いて
α − 1
α + 1

= r ei θ と表すことができ，

| yn | =
∣∣∣∣ (

r ei θ
)2n−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣ r2n−1

ei 2n−1 θ
∣∣∣ = r2n−1

であるから，r < 1 でなければならない．

|α − 1 |
|α + 1|

=
∣∣∣∣ α − 1
α + 1

∣∣∣∣ = r < 1

より
0 < |α + 1|2 − |α − 1 |2 = (α + 1) (α + 1) − (α − 1) (α − 1) = 2 (α + α) = 4 Re α

となるので，求める範囲は Re α > 0 である．
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