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■ 次の問に答えよ．

(1) 開区間 (0, 1) から実数全体 R への全単射の例を示せ．
(2) 閉区間 [0, 1] から半開区間 [0, 1) への全単射の例を示せ．

（解） (1) 関数 f : (0, 1) → R を

f(x) = tan

{
π

(
x− 1

2

)}
= −cosπ x

sinπ x

により定義すると，

lim
x→+0

f(x) = −∞, lim
x→1−0

f(x) = +∞, f ′(x) =
π

sin2 π x
> 0 (x ∈ (0, 1))

より，f(x) は全単射である．

(2) A = { 21−k | k ∈ N }，B = [0, 1] \A とし，関数 f : [0, 1] → [0, 1)，g : [0, 1) → [0, 1] をそれぞれ

f(x) =

{
x/2 (x ∈ A),

x (x ∈ B),
g(x) =

{
2x (x ∈ A \ {1}),

x (x ∈ B)

により定義する．

f(A) = A \ {1}, f(B) = B, g(A \ {1}) = A, g(B) = B

より

(g ◦ f)(x) = x (x ∈ [0, 1]), (f ◦ g)(x) = x (x ∈ [0, 1))

となるので，g は f の逆関数である．したがって，f は全射である．
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