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■ 数列 { an } および { bn } が

an ≤ an+1 < bn+1 ≤ bn, bn+1 − an+1 =
bn − an

2
, n = 0, 1, 2, · · ·

をみたすとき，極限 limn→∞ an および limn→∞ bn が存在するかどうか，関係式 limn→∞ an = limn→∞ bn

が成り立つかどうか調べよ．

（解） R の部分集合 A を A = { an |n ∈ N } により定義する．すべての n ∈ N に対して an ≤ b1 であるか

ら，実数の制限完備生により a = supA が存在する．ε > 0 を任意にとる．a = supA より，an0 > a− ε を

みたす n0 ∈ N が存在し，すべての自然数 n ≥ n0 に対して

a− ε < an0
≤ an ≤ a < a+ ε, つまり， | an − a | < ε

が成り立つ．したがって，数列 { an } は a に収束する．同様に，B = { bn |n ∈ N } とおくと，B は下に有

界であるから，b = inf B が存在し，limn→∞ bn = b であることが示せる．

数列 { bn − an } は公比 1/2 の等比数列であるから，

bn − an = 21−n (b1 − a1), n ∈ N

と表せ，limn→∞(bn − an) = 0 である．したがって，

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

{(bn − an) + an} = lim
n→∞

(bn − an) + lim
n→∞

an = lim
n→∞

an

となる．
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