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■ 1 < γ < 2 とし，γ∗ =
γ − 1

γ
とおく．また，数列 {xn } を

x1 =
1

2
; xn+1 = γ xn (1− xn), n = 0, 1, 2, · · ·

により定める．このとき，すべての自然数 n に対して γ∗ ≤ xn+1 ≤ xn ≤ 1

2
が成り立つことを示し，極限

lim
n→∞

xn を求めよ．

（解） 0 < γ∗ < 1/2 であることに注意したい．示すべき不等式を (E) と表し，f(x) = γ x (1− x) とおく．

f(x) = −γ

(
x− 1

2

)2

+
γ

4
≤ γ

4
<

1

2

より，すべての xに対して f(x) < 1/2であり，x ≤ 1/2の範囲で f(x)は単調増加関数である．γ∗ ≤ x1 ≤ 1/2

より

γ∗ = f(γ∗) ≤ x2 = f(x1) ≤ f(1/2) < x1 =
1

2

となり，n = 1 のとき不等式 (E) が成り立つ．n = k のとき不等式 (E) が成り立つとする．γ∗，xk+1，xk，

1/2 を f(x) で移すと，f(x) の単調性により

γ∗ = f(γ∗) ≤ xk+2 = f(xk+1) ≤ xk+1 = f(xk) ≤ f(1/2) <
1

2

が得られ，n = k + 1 のときも不等式 (E) が成り立つ．数学的帰納法により，すべての自然数 n に対して不

等式 (E) が成り立つ．

数列 {xn } は下に有界な単調減少数列であるから，極限 x∗ = limn→∞ xn が存在するので，

0 < γ∗ ≤ x∗ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

{γ xn (1− xn)} = γ x∗ (1− x∗)

より x∗ = (γ − 1)/γ = γ∗ が得られ，
lim
n→∞

xn = γ∗

である．
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